$éries de fFourier

Exercice 1

1. Un logiciel de calcul formel a donné les résultats
suivants qui  pourront  étre  utilisés  sans
démonstration :

I(a) = f t cos(nt) dt = na sin(na) :ZCOS(na) -1
0
s sin(na) — na cos(na)
Jn(a) = f tsin(nt) dt = .
0 n
En déduire ;

Ih(m), I,(2n) , Ju(m), Jn(2m) .
2. Représenter sur lintervalle [—m ; 3m], les
fonctions :
a) f 2m-périodique, paire, f(t) =t sur [0; m]
b) g 2n-périodique, impaire, g(t) = t sur [0; 7]
c) h 2m-périodique, h(t) = t sur [0; 2]
3. Déduire de la question 1 les coefficients de Fourier
de ces trois fonctions.
4. Ecrire les développements en série de Fourier
approché f, g, h de ces trois fonctions en ne
conservant que les quatre premiers harmoniques et
vérifier en les représentant sur calculatrice qu’elles
approchent bien les fonctions initiales.

Exercice 2

Soit f la fonction de la variable x , 2n-périodique,
impaireavec f(0) =0 et f(x) =m —x sur ]0; m].
_ sin(nm)

LT . _n
Ondonne : [ (7 — t) sin(nt) dt = ~ e

1. Représenter f sur I’intervalle [—m ; 3m] .
2. Coefficients de Fourier de f :
a) Montrer que a,, = 0 pourtout n =0

b) Montrer que b, =% pour tout n > 1

3. Montrer que le développement en série de Fourier
approché de cette fonction en ne conservant que les
guatre premiers harmoniques est

_ sin(t) |, sin(2t) . sin(3t) , sin(4t)
g(t)—2(1+ A 4)

4. A I’aide de la calculatrice, compléter le tableau de
valeurs
t 0 w/S | 2n/5 | 3n/5 | 4n/5 T

g@®)
5. En se servant de ces valeurs, représenter g sur le
méme graphique que f, d’abord sur I’intervalle
[0 ; =] puissur [-m ; 3m].

Que peut-on dire de cette représentation par rapport
acellede f?

Exercice 3

Soit f la fonction de la variable x , m-périodique,
paire avec f(x) =m—x sur [0; m/2].

1. Représenter f sur I’intervalle [-m ; 3m] .
2. Coefficients de Fourier de f :
3w
a) Montrer que aq = "

_a\n+1
b) On donne a, = % pourtout n > 1

c) Montrer que b,, = 0 pourtout n > 1
3. Montrer que le développement en série de Fourier
approché de cette fonction en ne conservant que les
guatre premiers harmoniques est

3T 2 2

glx) = < t- cos(2x) + gcos(6x)
4. Représenter la fonction g a 1’aide de la calculatrice.
Que peut-on dire de la qualité de cette
représentation ?
5. Valeur efficace de f .

a) Montrer que la valeur efficace de f est
E? = lf_zg(f(x))zdx = Ln?

T
b) Calculer
1
A=ag +5¥iq(af +bF)
c) Calculer les valeurs approchées a 0,01 pres de
Ef etde A. Commenter.

Exercice 4

Soit f la fonction de la variable t , 2n-périodique,
f@®) =t sur [0; m] et f(t)=0 sur [r; 2m].

1. Représenter f sur I'intervalle [-m ; 3m] .
2. Coefficients de Fourier de f .

On donne les résultats :
cos(nm)—-1

Vs
J, tcos(nt) dt = — et

T
f tsin(nt) dt =
0

a) Montrer que aq =

— 1t cos(nm)

T
4
(-1)"-1
n’n
(_1)n+1
¢) Montrer que b,, =

b) Montrer que a,, =

pourtout n > 1

pour tout n > 1

3. Ecrire le développement en série de Fourier
approché g de cette fonction en ne conservant que le
fondamental et les quatre premiers harmoniques.

4. Représenter la fonction g a I’aide de la calculatrice.



Exercice 5

Soit f la fonction de la variable x , 4-périodique,
impaire, f(x) =xsur[0; 1], f(x) =1sur[1; 2[.

1. Représenter f sur I’intervalle [-2 ; 6] .
2. Coefficients de Fourier de f .
a) Montrer que a,, = 0 pourtout n >0
b) Les autres coefficients de Fourier sont (admis) :

n 1 2 3 4
b 2T+ 4 1 6mr — 4 1
n 2 s 972 2

3. Ecrire le développement en série de Fourier
approché g de cette fonction en ne conservant que le
fondamental et les quatre premiers harmoniques.

4. Représenter la fonction g a I’aide de la calculatrice
et commenter.

5. Valeur efficace de f .

a) Montrer que la valeur efficace de f est

B =117 (f(@) dx =2

b) Calculer
1
A=} +15k(a} +b?)
c) Calculer les valeurs approchées a 0,01 pres de
Ef etde A. Commenter.

Exercice 6

Soit le signal g 2m-périodique de représentation

y=g(t)

-1 0 m 2m 3m 4t

Le signal h 2n-périodique de représentation

y=h(t)

-1 0 m 2m 3m 41

Le signal f 2m-périodique de représentation

y=f{(t)

2m

1.a) Déterminer 1’équation de g sur les intervalles

[-m ; O[,puis[0 ; m[. g est-elle paire ou impaire ?
b) Déterminer 1’équation de h sur Pintervalle

[-m ; O[,puis [0 ; m[. hest-elle paire ou impaire ?
c) Montrer que la fonction f sur les intervalles

[=m ; O[,puis[0 ; [ vérifie f(x) = g(x) + h(x).

f est-elle paire ou impaire ?

2. Coefficients de Fourier de g .

Un logiciel de calcul formel a donné :

f:n cos(nt)dt =0 et

fnnsin(nt) dt = E(1 — cos(nm))
0 n

a) Montrer que a, :g

b) Montrer que az, =0 pour n>1
1

1- (—1)")% pour n > 1

¢) Montrer que by

3. Coefficients de Fourier de h .
Un logiciel de calcul formel a donné :

fn(n —t)cos(nt) dt = iz (1 — cos(nm))
0 n

d) Montrer que ajo ==
e) Montrer ay, = (1 — (—1)”)% pour n>1
f) Montrer que by, =0 pour n > 1

4. Quatre premiers harmoniques
a) Compléter le tableau des premiers harmoniques
deg:
n 1 2 3 4
agn
bgn
b) Compléter le tableau des premiers harmoniques
deh:
n 1 2 3 4
Apn

bhn
¢) En déduire, a I’aide de la remarque 1c, que le

tableau des premiers harmoniques de f est :
n 1 2 3 4
afn
bsn

5.a) Ecrire le développement en série de Fourier
approché f de cette fonction en ne conservant que le
fondamental et les quatre premiers harmoniques.

b) Représenter la fonction f & l’aide de la
calculatrice.

c) Cette représentation est-elle tout a fait
satisfaisante ? Sinon qu’est-ce qu’il aurait fallu faire
pour I’améliorer ?



